UN ANALISIS COGNITIVO DE PROBLEMAS DE
COMPRENSION EN EL APRENDIZAJE DE LAS
MATEMATICAS®

Raymond Duval

;Como podemos entender las dificultades, frecuentemente insuperables, que
muchos estudiantes tienen con la comprension de las matematicas? ;Cual es
la naturaleza de estas dificultades? ;Dénde estan localizadas? Estas preguntas
han cobrado una magnitud y una importancia particular con la reciente presién
para lograr mas educacién matematica inicial para todos los estudiantes, que
los prepare para enfrentar un entorno tecnolégico y orientado hacia la compu-
tacién, de una complejidad que se incrementa ilimitadamente. Hay un desafio
educativo en las aulas y un desafio tedrico para investigar sobre el desarrollo y
el aprendizaje del conocimiento matematico. Los procesos de adquisicion del
conocimiento matematico son tan complejos que parece ser necesario tener
diferentes enfoques. Los mas predominantes, y a veces opuestos, son el en-
foque epistemoldgico y el educativo. Pero ellos tienen en comin el uso de la
nocion de representacion para caracterizar el tipo de fenémenos que ocurren
en cualquier proceso de conocimiento o que lo constituyen.

Esta nocion bdsica de representacion es muy antigua y precisa. Una repre-
sentacion es algo que se pone en lugar de otro algo. Pero al mismo tiempo
esta nocién puede ser elusiva o demasiado formal. ;Cual es la naturaleza de
este “algo que se pone en lugar de...”? Se puede tener un abanico amplio de
respuestas, dependiendo de si se consideran las representaciones con respecto
a un individuo concreto y sus experiencias, a las estructuras mentales o, por
el contrario, a los objetos de conocimiento con sus requisitos epistemolégicos
especificos (Hitt, 2002). Asi, las representaciones pueden ser creencias, con-
cepciones o concepciones erréneas individuales a las que cada quien accede
a través de sus producciones verbales o esquematicas. Esta respuesta, desarro-
[lada inicialmente en dos estudios importantes de Piaget (1923, 1926), es ahora
uno de los marcos metodolégicos y teéricos mds importantes para investigar y
explicar la adquisicién del conocimiento matemdtico.

Pero las representaciones también pueden ser signos y sus asociaciones com-
plejas, que se producen de acuerdo con reglas y que permiten la descripcion
de un sistema, un proceso, un conjunto de fenémenos. Alli las representaciones

9  Un primer esbozo de este articulo se publicé en 2002 en Mediterranean Journal for Research in
Mathematics Education, 1(2), 1-16. Aqui presentamos una version mas desarrollada del modelo
cognitivo de la actividad y el pensamiento matematico.
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semidticas, incluido cualquier lenguaje, aparecen como herramientas comu-
nes para producir nuevo conocimiento y no solo para comunicar cualquier
representacion mental particular. Esta respuesta, desarrollada progresivamente
desde Frege y Hilbert con respecto a los requisitos epistemolégicos y metama-
tematicos, también ha cobrado una gran importancia en la investigacién sobre
cognicion (Duval, 1998a). Cualquier investigacion acerca del aprendizaje de
las matemadticas involucra alguna eleccion tedrica sobre la posible relacion y el
respectivo papel de estos tipos de representacion bastante opuestos, que estan
“en lugar de otro algo”, es decir, representan objetos de conocimiento.

Parece obvio que la investigacion sobre el aprendizaje de las matemdticas y
sus dificultades se deba basar en lo que los estudiantes hacen realmente por
si mismos, en sus producciones, en sus voces. Pero, ;cémo podemos analizar
los procesos de adquisicion de conocimiento a partir de las concepciones de
los estudiantes y encontrar las fuentes de sus dificultades? Las representaciones
son solamente los resultados superficiales del funcionamiento de estructuras
mentales profundas, que no dependen de la conciencia real de los individuos
(Piaget, 1967a, pp. 78-79). Subyacente a los dos tipos bien opuestos de repre-
sentacion, existe una organizacion de estructuras cognitivas que hace a los
individuos capaces de realizar los varios tipos de actividad de conocimiento
(Duval, 1996a). Asi, el rasgo caracteristico de un enfoque cognitivo procura de-
terminar primero el funcionamiento cognitivo subyacente a los varios procesos
matematicos. Para determinar el origen de la incomprensién de los estudiantes,
primero debemos determinar las condiciones cognitivas que hacen posible la
comprension. Para ello, debemos formular la pregunta:

1. ;Qué sistemas cognitivos se requieren y se movilizan para acceder a los objetos
matematicos y al mismo tiempo hacer posible la realizacién de las mdltiples

transformaciones que constituyen los procesos matematicos?

En términos generales, se supone que la manera de pensar es basicamente
la misma en las diferentes areas de conocimiento, aunque el conocimiento
matematico es mds abstracto, e incluso si en matematicas se utilizan lenguaje o
codificaciones especificos. Observaciones que he realizado en las aulas y fuera
de ellas durante muchos afios, me conducen no solo a cambiar de un enfoque
centrado en las concepciones de los estudiantes (Duval, 1983) a un enfoque
cognitivo, sino también y, sobre todo, a formular la pregunta:

2. ;La manera de pensar en matematicas es la misma que en otras areas de cono-
cimiento? En otras palabras, ;la actividad matematica requiere solamente los
procesos cognitivos comunes o, de hecho, requiere ciertas estructuras cogniti-

vas muy especificas cuyo desarrollo se debe tener en cuenta en la ensefanza?

Este asunto sobre el aprendizaje de las matematicas tiene una gran importan-
cia si la meta de su ensefianza, en los niveles de primaria y secundaria, no es



formar a futuros matematicos ni tampoco dar herramientas a los estudiantes,
que solo posiblemente les seran Gtiles muchos afios mas tarde, sino mds bien
contribuir al desarrollo general de sus capacidades de razonamiento, analisis y
visualizacion. En todo caso, se hace necesario considerar las representaciones
semidticas en el nivel de la estructura mental y no solamente con respecto al
requerimiento epistemoldgico para tener acceso a los objetos de conocimiento
(Duval, 1995b, pp. 3-8, 15-35). Y desde este enfoque cognitivo parece que la
oposicién entre representaciones mentales y representaciones semidticas ya no
es pertinente, porque descansa en la confusién entre el modo fenomenolégico
de produccién y el tipo de sistema movilizado para producir cualquier repre-
sentacién (Duval, 2000b, pp. 59-60).

Aqui presentaré algunos de los resultados principales que he obtenido. Estan
relacionados, por una parte, con el papel predominante que juegan las transfor-
maciones de representaciones semioticas en cualquier actividad matematica vy,
por otra, con el tipo de sistema semidtico utilizado para estas transformaciones.
La complejidad cognitiva subyacente a los procesos de pensamiento en mate-
maticas reside en el hecho de que hay dos formas bien diferentes de transfor-
maciones que nunca se toman en cuenta explicitamente en la ensefianza. Y
desde el punto de vista matematico, una de ellas requiere la mayor atencién,
mientras que la otra es la que causa las mayores dificultades a los estudiantes.
Después de una descripcion de los varios procesos cognitivos requeridos por
el pensamiento matematico, presentaré algunos datos empiricos para mostrar
cémo estos dos tipos de transformaciones son fuentes especificas e indepen-
dientes de incomprension en el aprendizaje de las matematicas.

3Qué caracteriza la actividad matemiatica
desde un punto de vista cognitivo?

La situacion epistemoldgica particular de las matematicas con respecto a
los otros campos de conocimiento conduce a conferir a las representaciones
semidticas un rol primordial. En primer lugar, constituyen el Gnico medio de
acceso a los objetos matemdticos; lo cual plantea el problema cognitivo del
paso de la representacién de un objeto a otra representacion de ese mismo
objeto. Luego, y ante todo, las estrategias matemdticas implican de manera
intrinseca la transformacién de representaciones semidticas. Basta con revisar
la historia del desarrollo de las matematicas para ver que el desarrollo de las
representaciones semioticas fue una condicién esencial para el desarrollo del
pensamiento matematico. Para comenzar, esta el hecho de que la posibilidad
del tratamiento matematico, por ejemplo el calculo, depende del sistema de
representacion; esto porque el papel principal de los signos no es ponerse en
lugar de objetos matematicos, sino de proporcionar la capacidad de sustituir
algunos signos por otros.
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1.1 ;Por qué las representaciones semiéticas son necesarias en toda

estrategia matematica?

Para ilustrar la complejidad del problema de la representacién, partiré de una
fotografia tomada por Kosuth en 1965, titulada “Unay tres sillas”. Para realizar-
la, Kosuth yuxtapuso tres elementos en el montaje que fotografio:

Elementos yuxtapuestos

Naturaleza de los elementos yuxtapuestos
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1. Una SILLA contra un muro.
2. La fotografia de esa silla contra el muro.

3. Una pagina de diccionario abierto en la palabra
“silla” y pegada al muro.

Este montaje podria completarse con:

4. El dibujo de una silla que permita fabricarla,
como en una nota de montaje.

5. Flechas sobre el muro para marcar la relacién
(parecido, referencia o equivalencia) entre todos
esos tipos diferentes de presentacion de una silla.

(1) EL OBJETO mismao.

(2) Una imagen de ese objeto, producida
fisicamente (por un aparato).

(3) Una descripcion verbal.

(4) Otro tipo de imagen, producido por un
procedimiento “semidtico” de trazado.

(5) Un esquema (de tipo “red conceptual”)

“UNA y CINCO sillas”

Figura 1. Yuxtaposicion de un objeto y varias
de sus representaciones posibles

La originalidad del montaje realizado por Kosuth radica en una doble yuxtaposi-
cion. Primero que todo la yuxtaposicién de un objeto O y de una de sus represen-
taciones {O, R(O}}. El objeto mismo es evidentemente la silla en la que uno puede
sentarse. Luego hay la yuxtaposicion de varias representaciones de un mismo ob-
jeto {Ra(O), Rb(O)}. Kosuth se limit6 a dos representaciones, pero habria podido
realizar un montaje “una y cinco sillas” o, en general, “unay n sillas”.



Esta doble yuxtaposicién pone en evidencia las dos caracteristicas esenciales
para analizar las representaciones y para comprender su rol en el funciona-
miento cognitivo del pensamiento y en la adquisicion de conocimientos.

1. dos representaciones son diferentes cuando sus contenidos son de naturaleza
diferente, es decir, no presentan el mismo tipo de unidades (palabras, contor-
nos, densidad de puntos, flechas...), aunque representen el mismo objeto.

2. existen tantos tipos de representacion diferentes como medios o sistemas para
producir una representacién: aparatos fisicos, sistemas semiéticos. No es po-
sible clasificar, ni analizar las representaciones sin referirse a los diferentes
sistemas que permiten construirlas. Eso quiere decir que las representaciones
no dependen en primer lugar de los individuos sino de los sistemas productores
de representaciones.

Esas dos caracteristicas estan relacionadas en la medida en que el contenido
de una representacion depende tanto del sistema movilizado para producir la
representacion de un objeto, como del objeto representado.

1.2 La doble yuxtaposicion y los dos problemas cruciales para el aprendizaje
y para la adquisicién de conocimientos

La doble yuxtaposicion puesta en escena por Kosuth no tiene nada de fantds-
tico o excepcional. Reproduce una practica cultural que se ha vuelto dominan-
te en la ensefianza y en el mundo de la comunicacién. Basta con remplazar la
silla por cualquier otro objeto para constatar que la presentacién en paralelo de
representaciones diferentes (la segunda yuxtaposicion) estd presente en cual-
quier pagina de libro de texto, de revista, de noticia, de ficha de trabajo y, por
supuesto, en una pantalla de computador donde es posible multiplicar como
se quiera las representaciones de un mismo objeto. La actividad cognitiva ne-
cesaria es el reconocimiento de los objetos representados a través de represen-
taciones variadas (imagenes, esquemas, explicaciones verbales...), que deben
aclararse mutuamente.

Por lo general, se supone que esta actividad cognitiva es trivial. En realidad,
es una de las mas complejas que existen, y mas en matematicas que en los otros
campos del saber.Y esta complejidad esta en el corazén de todos los problemas
de aprendizaje y de adquisiciéon de conocimientos. La doble yuxtaposicion
puesta en evidencia por Kosuth permite plantear los dos siguientes problemas
cruciales:

Problema 1. Existen muchas situaciones en las que se da solamente una re-
presentacion sin ninglin otro acceso al objeto estudiado: {R(O)}. ;Cémo adqui-
rir el conocimiento de objetos o fenémenos a partir de representaciones, si no
se tiene acceso a una «experiencia» mas o menos directa o personal? En otras
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palabras, jlas representaciones pueden funcionar como sustitutos del objeto
para quienes no hayan adquirido ya una experiencia mds o menos directa?

En efecto, existe una solucién que se encuentra en el desarrollo de todas las pe-
dagogias: hacer entrar a la clase muestras o especimenes de la realidad estudiada,
o al contrario, salir de la clase para ir al terreno, para permitir precisamente un
acceso mas directo a los objetos y a los fenémenos estudiados. Eso es evidente,
en particular para las ciencias de la vida y de la tierra y, en general, para las cien-
cias experimentales. El video y las posibilidades de simulacién en computador se
inscriben también en esta preocupacion pedagégica fundamental: jno limitarse a
la presentacion de representaciones en la adquisicién de conocimientos!

Problema 2. Cuando ponemos lado a lado varias representaciones de un
mismo objeto, para compararlas {Ra(O,), Rb(O,), Rc(O,)... }, podemos cons-
tatar que sus contenidos no tienen casi nunca nada en comun. Por ejemplo,
ante una fotografia de un objeto O, y una descripcién verbal de O,, ;cémo
reconocer que es el mismo objeto representado en dos representaciones cuyos
contenidos no presentan ningln parecido, si no se tiene (o no se ha tenido) un
acceso a ese objeto que no sea a través de representaciones?

Este es el problema crucial en el aprendizaje de las mateméticas. Basta con to-
mar el ejemplo de la representacién de los nimeros para verlo. Podemos realizar
facilmente una yuxtaposicion de diferentes tipos de representaciones posibles de
un ndmero entero (Figura 2). ;Pero podemos realizar un montaje a la Kosuth, es
decir, yuxtaponer los nimeros mismos y sus multiples representaciones?

Representaciones ICONICAS Representaciones SIMBOLICAS
Representaciones «propias». (cifras o palabras)
. 4 SISTEMA decimal
| | | | ¢Dedos o cerillas?
llacidn colectiva 100 SISTEMA binario.
o o ) » . Estos sistemas de posicion en base n implican EL
Configuracion poligonal SIGNO POR EXCELENCIA, «0», que no se escucha en

o o
la oralizacion de la escritura simbdlica y abren

extensiones.

[“[ I ] |] |] |] Iteracién

64/16 escritura fraccionaria.
Toque
piagetiano Cuatro denominacién verbal cuyo sentido se deriva
de su posicion en una serie de denominaciones.

Figura 2. Yuxtaposicion de varias representaciones de un nimero



Noétese que aqui solo podemos tener una yuxtaposicion de representaciones
y no una doble yuxtaposicion como en montaje fotografiado por Kosuth, aun-
que las representaciones de los nimeros pueden clasificarse en dos categorias:
representaciones icénicas, es decir, las que presentan un parecido con coleccio-
nes de elementos materiales, y las representaciones simbdlicas, es decir, las que
dependen de un sistema de reglas de composicién y que implican signos que no
remiten a ninguna «intuicion» sensible o concreta, como el simbolo «0».

Esta imposibilidad de una doble yuxtaposicién no tiene nada de accidental,
sino que marca el paso entre dos situaciones epistemoldgicas fundamentales
para el desarrollo de los conocimientos. Existe la situacion en la que se puede
tener acceso a los objetos mismos:

¢ vya sea directamente por una percepcion no instrumentada, o recogiendo datos
por medio de muestras, etc.

e ya sea por instrumentos que aumentan el campo de percepcion (telescopio,
microscopio) o que permiten recoger datos inaccesibles (espectrémetros).

Y existe la situacion en la que los objetos estudiados son inaccesibles fuera
de representaciones que relevan de una actividad semiética, como en matema-
ticas. En otras palabras, el rol de las representaciones semidticas cambia total-
mente segun la situacién en la que uno se encuentre, entre esas dos situaciones
epistemologicas. El desafio del problema 2 para la ensefianza es saber si los
aprendizajes movilizan los mismos procesos cognitivos en la primera situacion
que en la segunda, o si, por el contrario, requieren procesos mas complejos
cuando los objetos de estudio son inaccesibles perceptiva o instrumentalmente.

1.3 El problema cognitivo del paso de una representacion a otra en las dos
situaciones epistemolégicas fundamentales

Los procesos cognitivos que permiten reconocer un mismo objeto en repre-
sentaciones diferentes no pueden ser los mismos en las dos situaciones.

En la situacion de posibilidad de un acceso directo o instrumental a los obje-
tos estudiados, el reconocimiento de un mismo objeto en dos representaciones
diferentes y, por lo tanto, la capacidad de pasar de una representacion a otra
(flechas 3 y 5 en la siguiente figura), se adquieren por asociacion directa con
la experiencia del objeto (flechas 1, 2, 4). Es la experiencia del objeto mismo
la que garantiza la mediacién entre dos representaciones de contenidos dife-
rentes. En esta situacion, el rol de las representaciones semiéticas en la adqui-
sicion de conocimientos es secundario, ya que siempre es posible volver a la
experiencia para controlar la pertinencia y el sentido de esas representaciones.
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asociacion 1

Una representacion A

Un OBJETO

accesible asociacion 2
T~ Tl Una representacién B
perceptivamente
o asociacion 4 Una representacion C

instrumentalmente

Figura 3. Procedimiento asociativo en situacion de accesibilidad directa
o instrumental a los objetos de estudio

No sucede lo mismo para el estudio de objetos inaccesibles perceptiva o
instrumentalmente, y para los que solo tenemos como medio de aprehensién o
de utilizacién, la produccién de representaciones semiéticas. Dejemos por el
momento la pregunta sobre qué permite pensar que, en esta situacion, las re-
presentaciones producidas representan algo «real» y racionalmente explorable,
y centrémonos en el paso de una representacion a otra, es decir, en el recono-
cimiento de una misma denotacién. Vemos entonces que toda posibilidad de
asociacion de una representacién con el objeto representado es imposible. En
estas condiciones, ;como establecer que dos representaciones diferentes A y
B son representaciones del mismo objeto, cuando sus contenidos son radical-
mente diferentes?

Una REPRESENTACION A

I 1
Un OBJETO <---F-"""""" ¢DOS objetos éi f
INACCESIBLE «._ ! 0 P
. M- EL MISMO ! :
perceptivamente 1 DT . .t
0 l v &
instrumentalmente ! objeto representado ¢ - UNA REPRESENTACION B

Figura 4. ;Qué reconocimiento en situacion de inaccesibilidad no semiética?

La yuxtaposicion de ocho representaciones posibles de un ndmero, presenta-
da anteriormente (Figura 2), ilustra la complejidad de ese problema jnada mas
que en el plano didactico! Cuando un nifio utiliza una, o incluso dos, de estas
representaciones, jes capaz de reconocer los nimeros en una tercera o una
cuarta representacion? Tal vez hemos olvidado hoy en dia la distancia cognitiva
que separa la representacién asociada a la tarea piagetiana y las otras repre-
sentaciones iconicas, y los debates y dificultades que suscit6 en los afos 60 a



80 su valorizacién institucional contra otras representaciones. Hemos opuesto
entonces la construccién del concepto de ndmero por las operaciones de cla-
sificacién y seriacion, a la enumeracion verbal de una sucesion de nimeros,
que entonces no se dudaba en calificar de «simple recitacién de una cuenta».
Fueron necesarios, entre otros, los trabajos de Gelman para recordar los prin-
cipios subyacentes a todo conteo, es decir, a toda enumeracién que implica
necesariamente medios de denominacion.

La conquista de los nimeros por los nifios pequefios no se hace por medio de
acciones con base en representaciones iconicas o materiales equivalentes, sino
por la coordinacion de acciones concretas sobre representaciones iconicas con
operaciones semidticas que relevan de sistemas sin relacion con las representa-
ciones iconicas movilizadas. El desafio esencial de la ensenanza es el paso de
las representaciones iconicas, cualesquiera que sean, a los sistemas de repre-
sentacion simbdlicos, donde las enumeraciones verbales familiares constituyen
una zona de transicién indispensable, aun cuando solo sea por su espontanei-
dad oral. Pero sucede, como lo observamos en una clase de grado octavo, que
la mayoria de los alumnos no puede resolver este ejercicio de hueco:

1+12+1/4+1/5+...=2.

Los profesores lo propusieron con el fin de hacer pasar a los alumnos por la
representacion decimal 1 + 0,50 + 0, 25 + 0, 20 + ... = 2, lo que, evidentemen-
te, no se les paso por la cabeza.

:Como analizar los procesos de pensamiento involucrados en la
actividad matemadtica?

El papel de las representaciones semiéticas no se reduce a designar objetos,
a ponerse en lugar de algo, o a ser ellas mismas consideradas como objetos.
Su uso esta determinado por la posibilidad del procesamiento matematico que
permiten. Cualesquiera sean las representaciones semidticas usadas, se pueden
cambiar por otras representaciones semidticas sin el apoyo de nuevos datos
u observaciones empiricas. De otra manera, la operacién cognitiva bésica de
sustituir alguna representacion semidtica por otra no seria posible. Pero eso de-
pende del sistema semidtico dentro del cual se producen las representaciones
semidticas. Cada sistema semidtico proporciona posibilidades muy especificas.

La variacién de “capacidad” que fue mencionada por Peirce (1931-1966,
CP: 2.228) para el representamen, no esta en el nivel de las representaciones
particulares, sino en el nivel del sistema semiético dentro del cual se producen.
Asi, para analizar los procesos de pensamiento complejos y especificos que
subyacen a la actividad matematica, debemos tener en cuenta las diferencias
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entre los varios sistemas de representacién semiotica usados. ;Son importantes
estas diferencias en los procesos matematicos? Siempre que analizamos las
dificultades y los bloqueos del estudiante en el aprendizaje de las matematicas
nos enfrentamos con este asunto.

:Como describir los varios procesos matematicos?

Dada la paradoja cognitiva del acceso a los objetos de conocimiento en ma-
tematicas, una tal descripcién debe apoyarse en la variedad de sistemas de
representacion semidtica que se usan y en la “capacidad” especifica de cada
una para realizar procesos matematicos.

La manera mas difundida de clasificar es oponer el lenguaje, natural o sim-
bélico, y la imagen. Sin embargo, esto es general y sobre todo esta lejos de ser
suficiente. También hay otra diferencia esencial que muy frecuentemente se
omite. Algunos sistemas semiéticos se pueden usar para una sola funcién cog-
nitiva: el procesamiento matematico. De otra parte, otros sistemas semidticos
pueden satisfacer una amplia gama de funciones cognitivas: comunicacion,
procesamiento de informacién, conciencia, imaginacion, etc. (Duval, 1995a,
pp- 89-90).

Esta diferencia funcional entre los varios sistemas de representacién semiética
usados en matematicas es esencial porque estd intrinsecamente conectada con
la manera en que los procesos matematicos transcurren: dentro de un sistema
semiético monofuncional, la mayoria de procesos toman la forma de algorit-
mos, en tanto que dentro de un sistema semiético multifuncional los procesos
nunca se pueden convertir en algoritmos. Por ejemplo, en geometria elemental
no hay algoritmo para utilizar figuras de una manera heuristica (Duval, 1995b)
y la manera como transcurre una prueba matematica en lenguaje natural no se
puede formalizar sino usando sistemas simbdlicos. La mayoria de estudiantes
no entiende las pruebas que usan lenguaje natural (Duval, 1991).

A partir de estas observaciones, podemos obtener un esbozo rpido de las
varias formas de procesos matemdticos, como lo muestra la superposicién de
una grafica en la tabla de clasificacion (Figura 5).



REPRESENTACIONES resultantes de uno de los tres REPRESENTACION

tipos de
NO DISCURSIVA
OPERACIONES DISCURSIVAS:
(Configuraciones de

1 Denotacién de objetos (nombres, marcas...) forma 1D/2D, 2D/2D,
2 Enunciado de relaciones o propiedades 3D/2D)
3 Inferencia (deduccion, cdlculo...)
EN LENGUAIJE NATURAL: dos modalidades ICONICO: dibujo,
esbozo, patron....
REGISTROS no equivalentes para expresar i
MULTIFUNCTIO- p
NALES: eExplicaciones ORALES,

Los procesos ?2? l p NO ICONICO: figuras
NO SE PUEDEN B eCeaRR - geométricas que se
poner en algo- | ® ESCRITOS (visuales): pueden construir

con herramientas

ritmos A )
i teorema, demostraciones ...

Al
Representaciones AUXILIARES transicionales
| Sin reglas de combinacion (apoyo libre)

REGISTROS EN SISTEMAS SIMBOLICOS D2 COMBINACION
MULTIFUNCTIO- DE FORMAS D1y
NALES: A DO, orientadas o no
Solo escritos: imposible de contar oralmente si no es (flechas)
Los procesos deletreando
NO SE PUEDEN p

poner en algo- . »
ritmos Cdlculo, demostracion T

Diagramas, grdficas

Figura 5. Clasificacion de los registros que se pueden movilizar
en procesos matemdticos

Lo que interesa para comprender los procesos de pensamiento involucrados
en cualquier actividad matematica es enfocarse en el nivel de los sistemas de
representacion semidtica y no en la representacion particular producida. Y son
esenciales los siguientes dos puntos. En primer lugar, la propiedad basica de la
representacion semidtica y su importancia para las matematicas solo se puede
capturar en este nivel: el hecho de que se pueda intercambiar una por otra,
mientras se mantiene la misma denotacién (Frege, 1971/1892). En segundo lu-
gar, una marca no puede funcionar como un signo fuera del sistema semiético
en el que su significado toma valor en oposicién a otros signos dentro de ese
sistema (posteriormente se da un ejemplo en la Figura 19).

Esta idea fue la principal contribucion de Saussure (1973/1916, pp. 158-168)
al andlisis del lenguaje como un sistema semiético. Eso quiere decir, también,
que existen reglas para producir representaciones semidticas pertinentes. Asi,
todos los sistemas semiéticos monofuncionales que son caracteristicos de las
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matematicas se basan en reglas de formacién de representacién. Eso se puede
revisar facilmente para cualquier sistema de notacion numérica o para las gra-
ficas cartesianas.

Desde luego, algunas representaciones que no dependen de un sistema se-
midtico se usan en la actividad matemdtica. EI mejor ejemplo es el uso de
palitos para representar nimeros enteros pequefios. No tienen ni reglas de
formacién ni posibilidades especificas de transformacion. Se usan como ma-
terial para manipulaciones libres. En ese sentido, se ajustan perfectamente a
la tercera determinacion de representamen dada por Peirce: “algo que para
alguien se pone en lugar de...” (1931, p. 2.228). Su uso depende solamente del
interpretante. Aparecen mas frecuentemente como representaciones auxiliares
transicionales (Hitt, 2003).

Asi, con respecto a la propiedad de las representaciones semidticas, basica
para la actividad matemdtica, podemos distinguir cuatro tipos muy diferentes
de sistemas semioticos. Retomando la palabra ya usada por Descartes en La
Géométrie (Descartes, 1954/1637, p. 8 (p. 300)), y manteniendo también sus
significados modernos, las denominamos “registros de representaciéon” (Duval,
19954, p. 21). No todos los sistemas semidticos son registros, solo los que per-
miten una transformacion de representaciones. Hemos destacado el caso muy
genuino del lenguaje natural. Alli, la produccién de representaciones semiéti-
cas se puede lograr seglin dos modalidades muy fenomenolégicas. De una a la
otra existe una gran brecha, que muy a menudo se desestima (Duval, 2000b).

Esta clasificacion proporciona las herramientas para analizar la actividad
matematica y para identificar la raiz de los problemas con la comprension
matematica y no solo sobre la comprension de tal y tal concepto que muchos
estudiantes tienen.

Los dos tipos de transformacion de representaciones semiéticas

En la medida en que la actividad matematica consiste intrinsecamente en
la transformacion de representaciones, se hace evidente que hay dos tipos de
transformaciones de representaciones semiéticas que son radicalmente diferen-
tes: tratamientos y conversiones.

Los tratamientos (flechas curvadas en la Figura 5) son transformaciones de re-
presentaciones que ocurren dentro del mismo registro; por ejemplo, realizar un
calculo mientras se permanece estrictamente en el mismo sistema de notacion
para representar los nimeros, resolver una ecuacién o sistema de ecuaciones,
completar una figura usando criterios perceptuales de conectividad o simetria,
etc. Eso da prominencia al papel intrinseco de los sistemas semidticos en los



procesos matematicos. Los tratamientos que se pueden realizar dependen prin-
cipalmente de las posibilidades de transformacién semidtica que son especifi-
cas para el registro utilizado. Dos ejemplos son suficientes para mostrar esto.

Los procedimientos para realizar una operacién numérica dependen lo mis-
mo del sistema de representacion usado para los niimeros como de las propie-
dades matematicas de las operaciones. Asi, los algoritmos son diferentes para
una notacion decimal y para una notacion fraccionaria de los mismos nimeros:

12+13=...
0,20+0,25=... 1/5+1/4=...
0,20-+0,25=... 1/5+1/4=...

Esto significa que los procesos de calculo nunca son puramente matematicos;
dependen del tipo de funcionamiento representativo que el sistema en uso per-
mite. Uno puede estar motivado, por razones de economia o de visibilidad, a
cambiar sistemas de notacion para realizar el tratamiento.

Con frecuencia se recurre al registro de transformaciones figurales de or-
den gestaltico para resolver y justificar heuristicamente muchos problemas de
geometria elemental. Estas transformaciones, que son puramente visuales, se
pueden efectuar cambiando el punto de vista desde el cual se observan, o
materialmente como sucede en un rompecabezas. A continuacion se presentan
tres ejemplos clasicos en los que las transformaciones visuales consisten en una
operacion de reconfiguracion de la figura original (Figura 6).

En estos ejemplos, las unidades figurales de una figura original se pueden
reconfigurar visualmente sin recurrir en manera alguna a una propiedad ma-
tematica. Esta operacién puramente visual de reconfigurar una figura original
subyace a la mayoria de los ejemplos de evidencia visual que se utilizan en la
ensenanza para dar explicaciones “intuitivas” de ciertos resultados matemati-
cos. Pero en la mayoria de casos no funciona porque los procesos visuales de
reconocimiento gestalt no suceden de la misma manera como se requiere y se
espera desde un punto de vista matemdtico (Duval, 1995b).

N e VI NG

Independencia del area Area de un paralelogramo Area de un triangulo
y el perimetro

Figura 6. Transformaciones visuales de formas
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Las conversiones (flechas rectas en la Figura 5) son transformaciones de re-
presentacion que consisten en cambiar un registro sin cambiar los objetos de-
notados; por ejemplo, pasar de la notacién algebraica para una ecuacion a su
representacion grafica, pasar del enunciado de una relacién en lenguaje natural
a su notacion usando letras, etc. La conversion, que es una transformacién en la
representacion, es mas compleja que el tratamiento porque cualquier cambio
de registro requiere primero que entre dos representaciones cuyos contenidos
con frecuencia no tienen nada en comun, se reconozca al mismo objeto re-
presentado. Hay como una brecha que depende del registro de partida y el
registro de llegada (flechas rectas en la Figura 5). Muy a menudo, la conversién
se clasifica como traduccién o codificacion. Se presentan ejemplos como los
siguientes (Figura 7).

El conjunto de puntos cuya ordenada su abscisa
y X

Figura 7. Conversion congruente (y > x)

>

Pero eso es engafoso porque una pequena modificacion puede causar el
fracaso de reglas de codificacién o traduccion (Figura 8).

— El conjunto de puntos cuya abscisa y ordenada
X .y

I

> El producto de la abscisa y la ordenada es mayor que 0

Figura 8. Conversion no congruente ( > 0)

Miremos ahora un registro para el cual se puede dar explicitamente una regla
de conversion. Para construir una grafica, basta tener la siguiente regla: para
cada par ordenado de niimeros se puede asociar un punto en un plano coor-
denado con incrementos dados en los dos ejes. Y la construccion de graficas
que corresponden a funciones lineales parece no generar dificultades en los
estudiantes. Pero solo se tiene que invertir el sentido del cambio de registro
para ver que estas reglas dejan de ser operacionales y suficientes (Figura 9).



Estudiantes de 15-16 afios después de
una clase sobre funciones lineales

Y]
H
K+
1 X —_ y=X 60%
Reconocimiento
v
3
—_— — > Y=

1 X 25%

Figura 9. Una tarea de reconocimiento

La tarea propuesta fue de simple reconocimiento, no de construccién o de
lectura de coordenadas de puntos: elegir entre muchas posibles expresiones
(por ejemplo, entre y=x, y=-x, y=x+1), la que corresponde a la gréfica (Duval,
1988). Naturalmente, si se hubiera pedido construir las dos gréficas, el éxito
habria excedido al 90% en ambos casos. En la ensefanza estandar, las tareas
ofrecidas nunca son de reconocimiento, sino simplemente de lectura, lo que
requiere solamente un proceso de ubicar puntos guiado por la comprensién
local y no un proceso de interpretacion global guiado por la comprension de
variables visuales cualitativas (Figura 19). Convertir una representacion semi6-
tica en otra no se puede considerar ni como codificacién ni como tratamiento.

En estos dos ejemplos, la conversién se requiere explicitamente y parece ser
que se puede reducir a situaciones transitorias para resolver algin problema
particular. Pero muy a menudo, la conversién se requiere implicitamente siem-
pre que se deban usar juntos, de manera interactiva, dos registros o incluso tres.
Ya hemos mencionado el caso de la geometria. Alli, estamos enfrentando algo
asi como una brecha oculta entre el proceso visual del tratamiento y los varios
procesos discursivos que se pueden utilizar. Y en el aula tenemos una practica
muy especifica de usar simultdneamente dos registros. Se habla en lenguaje
natural mientras que se escribe en expresiones simbélicas como si las explica-
ciones verbales pudieran volver transparente cualquier tratamiento simbdlico
(Duval, 2000b, pp. 150-155).

A través de los varios tipos de conversiones, mas que a través de tratamientos,
tocamos la complejidad cognitiva de la comprension en el aprendizaje de las
matematicas y en los procesos de pensamiento especificos requeridos por la
actividad matemdtica.
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:Como reconocer el mismo objeto matematico a través de dos
representaciones cuyos contenidos son heterogéneos?

Al hacer una distincién entre sentido y referencia para los signos matemati-
cos, Frege (1971/1892, pp. 89, 102-103) enfatizé la diferencia entre el conte-
nido de una representacion y aquello a lo que esta se refiere. Entre el contenido
de una representacion y el objeto representado no hay otra relacion que la
denotacién. Ahora, y esta es la consecuencia decisiva que rara vez se tiene
en cuenta, el contenido de una representacion depende mds del registro de
representacion que del objeto representado (Duval, 1999b, pp. 40-46). Esa es
la razén por la cual pasar de un registro a otro cambia no solo los medios de
tratamiento, sino también las propiedades que se pueden hacer explicitas. Por
otra parte, para las representaciones no semiéticas producidas por dispositivos
fisicos (espejo, camara, microscopio, etc.) o por organizaciones sensoriales y
cerebrales, tenemos algo como una relacién de causalidad. El contenido de
una representacion es el efecto indirecto del objeto, de ahi su valor “intuitivo”
o mas empirico (Figura 10).

Representacion semidtica Representacién no semiodtica
CONTENIDO DENOTACION OBIJETO CONTENIDO dela ¢------ » OBIETO
dela — > representado representacion representado
representacion 2 .
causalidad
2 1
1
SISTEMA semidtico PRODUCE la representacion SISTEMA fisico PRODUCE la representacion

Figura 10. Los dos tipos de relacion entre el contenido de la representacion
y el objeto representado

La relacion entre el contenido de una representacion y el objeto representado
depende del sistema que se moviliza para producir la representacion. Pode-
mos obtener iconicidad o no iconicidad para una representacién semidtica
lo mismo que para una representacién no semiética. Y eso nos devuelve a la
paradoja cognitiva de la comprensién en mateméticas. ;Cémo puede el objeto
representado distinguirse de la representacion semidtica utilizada cuando no
hay acceso al objeto matemético independiente de las representaciones semio-
ticas? El primer problema de comprension en el aprendizaje de las matemdticas
es un problema tanto de reconocimiento como de distincion.

Cuando nos enfrentamos a dos representaciones desde dos registros distin-
tos, ;como puede uno reconocer al mismo objeto representado dentro de su
respectivo contenido? En otras palabras, ;como puede un estudiante distinguir
en cualquier representacion semiédtica lo que es matematicamente importante



y lo que no lo es? Ese asunto es evidente y crucial para todas las representa-
ciones producidas dentro de registros multifuncionales. ;También lo es para las
representaciones que son producidas dentro de registros monofuncionales? En
todo caso, estos problemas de reconocimiento y distincion son intrinsecos a la
construccion de conexiones entre registros.

Esta paradoja cognitiva permite plantear la siguiente hipdtesis (en términos
matematicos, “conjetura”): la comprension en matematicas supone la coor-
dinacion de al menos dos registros de representacion semidtica. Y desde ya
se puede plantear una primera pregunta: jesa coordinacién de registros llega
naturalmente a los estudiantes en el contexto de la ensefanza matematica?

Las dos fuentes de incomprension en el aprendizaje
de las matematicas

Los dos tipos de transformacién de representaciones semidticas son fuentes
bien diferentes de dificultades recurrentes en el aprendizaje de las matemati-
cas. No son, en principio, dificultades particulares relativas a este o a aquel
concepto matematico, sino dificultades mas globales que se pueden encontrar
en cualquier nivel de ensefianza y en cualquier dominio de las matemadticas.
Durante cerca de veinte afios se ha recogido informacién empirica sobre las
relaciones entre procesos de pensamiento involucrados en la actividad ma-
tematica y problemas de comprension o incluso bloqueos de la mayoria de
aprendices. Y cualquiera puede obtener evidencia empirica sobre la condicion
de que el tratamiento y la conversion se separan metodolégicamente en las ta-
reas propuestas a los estudiantes, lo que rara vez o nunca se hace en la mayoria
de estudios de investigacion.

Nos limitaremos a dar algunos ejemplos con el propésito de mostrar el pro-
fundo malentendido de estos dos tipos de transformacién en diferentes niveles
de la ensefanza y en varias areas de la actividad matematica.

Una primera fuente de incomprensién: la complejidad y la especifici-
dad de los tratamientos realizados en un registro multifuncional

Hay una fuente enorme de malentendidos entre profesores y estudiantes, en
particular con respecto a procesos de pensamiento basicos y complementa-
rios, como el razonamiento y la visualizacién. A diferencia de los registros
monofuncionales, los registros multifuncionales parecen ser comdn vy direc-
tamente accesibles a cada estudiante. Pero esto es muy engafoso. De hecho,
la manera matematica de usar los registros multifuncionales va en contra de
la practica comdn que se inicia con la practica del lenguaje natural (Duval,
1995a, pp. 87-136).
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Nos enfocaremos aqui mas bien en las figuras de la geometria en la medida
en que recurren explicitamente a la visualizacién y no solo al conocimiento
discursivo (propiedades, definiciones, teoremas). Recuérdese que una figura
en geometria siempre estd arraigada en el funcionamiento de dos registros. Y
si queremos captar su complejidad cognitiva, debemos analizar por separado
la manera en la que los tratamientos se llevan a cabo respectivamente en el
registro discursivo y en el registro visual, aunque surjan en el mismo proceso
matematico. Cuando nos enfocamos en la visualizacién, estamos enfrentando
una fuerte discrepancia entre la manera comun de ver las figuras, casi siempre
de una manera icénica, y la manera matematica con la que se supone deben
mirarse. Si bien existen muchas maneras de “ver” (Duval, 1995b), ;cual es la
requerida por el uso heuristico de las figuras?

Dimos antes tres ejemplos elementales del uso de las figuras en geometria
(Figura 6). En estos ejemplos, “ver” consistia en discernir en la figura original las
transformaciones que permiten reconfigurarla en otra: el paso de la figura origi-
nal a la que es la meta hace posible comprender una relacién, una férmula de
calculo, etc. Suponiendo que se conoce el célculo del drea de un rectangulo,
es posible ver cémo calcular el area de un paralelogramo y, por tanto, la de un
triangulo (Figura 11).

Figura que ilustra una redaccion de propiedades

/I /-»I /I geométricas que se refieren a ELEMENTOS
UNIDIMENSIONALES de la figura (los lados y la

perpendicular a la base desde un vértice)

Proceso visual subyacente de reconfiguracion
Figura pretendida que requiere enfocar LA ATENCION EN ELEMENTOS
BIDIMENSIONALES

Figura original

Figura 11. ;La ilustracion de la figura es cognitivamente congruente con la
transformacion visual?

sEn qué consiste el hecho de “ver” en geometria? Aunque el discurso ma-
tematico necesita ver los elementos unidimensionales de la figura, su fuerza
heuristica requiere que la atencién se centre en los elementos de dos dimen-
siones. Este ejemplo se cita siempre como una demostracién de una actividad
espontdnea, que deberia ser comdn a los estudiantes que comienzan y a los
matematicos confirmados. En realidad, los factores que aqui dan a la figura su
claridad heuristica y explicativa pueden, en situaciones matematicamente simi-
lares, impedir ver, como se puede verificar en el siguiente ejemplo (Figura 12).



Compare las areas
de los dos triangulos

sombreados en el trapecio

de la derecha

< - -

--»

Otros

Figura 12. Primer paso de un tratamiento visual: subfiguras
que se deben distinguir

La solucion de ciertos problemas requiere una comparacién de determina-
das subfiguras posibles, obtenidas mediante reconfiguracién y, por tanto, la
capacidad de discernirlas rapidamente en la figura original. Existen factores
que en algunos casos facilitan el reconocimiento de subfiguras relevantes y las

inhiben en otros (Duval, 1995b, pp. 144, 149-150). Pero hay otras situaciones,
posiblemente mds interesantes, que muestran la complejidad y la dificultad de
las figuras: las que involucran una circunferencia y algunas lineas rectas. Con
respecto a ello, tenemos observaciones confiables disponibles en diferentes

niveles de ensefanza.

En la figura que aqui se esboza a mano alzada

(las verdaderas medidas de longitud estan en
centimetros), se representan un rectangulo ABCD y
una circunferencia de centro A, que pasa por D.

Encuentre la medida de longitud del segmento [EB]

Septiembre de 1997

Una muestra de
2.604 estudiantes
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A E B
4{ cm 4 cm
D Jem  C
2.590

Septiembre 1998

estudiantes

Respuestas matematicas
[AE visto como un radio de 4 cm]

Respuestas midiendo el segmento
(alrededor de 2 cm en el
segmento presentado)

Respuestas por estimacién visual
(E alrededor del punto medio de
AB, alrededor de 3.5)

Otras respuestas

No responde

9%
16%

26%

30%

16%

Respuestas matematicas
[AE visto como un radio de 4 cm]

Respuestas midiendo el
segmento (alrededor de 3.5 cm
en el segmento presentado)

Otras respuestas

22,2%

39,6%

24,4%

Figura 13. Evaluacién nacional en Francia (MEN, 1998, 1999)



Al final de la escuela primaria se propuso a todos los estudiantes franceses
que entraban a la escuela media el problema que se muestra en la Figura 13.
En ella también se incluye informacién sobre los resultados que al respecto se
obtuvieron en las pruebas de 1997 y 1998. Durante varios anos siguientes se
propuso el mismo tipo de problema.

En realidad, para encontrar la respuesta matemdtica, los estudiantes tenian
que ver dentro de la figura las dos subfiguras B (véase Figura 14) y no las dos
subfiguras A. Porque es solo en las dos subfiguras B como uno ve los dos radios
como un lado y una parte del otro lado del rectdngulo. Ahora son las subfiguras
A las que saltan a la vista y, por tanto, se tiende a descartar las subfiguras B.

Figura original
(A) y £ B)

,0?

J

Figura 14. Dos maneras de identificar subfiguras dentro de la figura original

;Coémo “ve” uno la figura original en la afirmacién que acompana al enun-
80 ciado del problema (Figura 13)? La mayoria de estudiantes no puede distinguir
la organizacién visual (B).

La segunda encuesta se realizé cerca del final de la escuela media. Se propu-
so el siguiente problema (Figura 15).

B E

¢Es el perimetro del tridngulo ABC

A mayor a, menor a o igual a la longitud
de los dos segmentos EA y AF?

¢ F
Figura 15. Problema presentado a estudiantes de catorce afios (Mesquita, 1989)

Existen dos maneras de ver la figura en el enunciado del problema, pero solo
una muestra la respuesta y proporciona la razén (véase Figura 16).

De la organizacion figural () a la organizacion figural (Il) hay un salto que
depende de factores visuales. La visiéon espontanea que se produce tiene un
solo eje de simetria (organizacion I), mientras que la solucién requiere que



uno dé mayor importancia a otros dos ejes de simetria (organizacion Il). Ahora,
pasar de (1) a (Il) constituye un salto que mas de la mitad de los estudiantes no
dio. En realidad, para poder ver que la figura tiene dos rectas de simetria OB y
OC, se debe romper el elemento de la figura simple (organizacién I) consistente
en el segmento BC en dos segmentos (organizacion Il). Y para que la mayoria
de estudiantes llegara a ver la organizacién (Il) en la figura del enunciado, se
requirié modificarlo describiendo la divisién del segmento BC: “Sea | el punto
de interseccion de AO y BC; compare Bl y IC” (Pluvinage, 1990, p. 27).

B E E
A AT .
éo? C
C F F
Organizacion (I) de los elementos de Organizacion (II) de los elementos de
la figura usando solo la recta de la figura usando las dos rectas de
simetria (AO) simetria (BO y CO)

Figura 16. Dos organizaciones figurales

Estos pocos ejemplos ilustran bien la complejidad del uso matematico de
las figuras y del cardcter no natural para la mayoria de estudiantes del acto
de ver en geometria. ;Como se deberia analizar el acto de ver en geometria?
;Como se deberia introducir a los estudiantes a ello? En lo que concierne a las
observaciones que se pueden realizar en todos los dominios de geometria, hay
dos posiciones posibles.

La primera consiste en explicar las dificultades persistentes que los estu-
diantes encuentran con las figuras como malentendidos de las matematicas
representadas. Dicho de otra manera, seria la comprension de las propiedades
matematicas la que deberia guiar la lectura y la exploracion de las figuras hacia
la solucion de un problema. Una buena comprension conceptual deberia con-
ducir a ver en una figura lo que se debe ver para encontrar ahi los elementos
para resolver un problema.

La segunda posicion consiste en considerar que las figuras surgen en un sis-
tema de representacién que es independiente de los enunciados y de las pro-
piedades matematicas a las que se refieren. Eso significaria que lo que uno ve
en una figura depende de factores de la organizacion visual: son estos factores
los que determinan la distincion, es decir, el reconocimiento de ciertas formas
de una, dos y tres dimensiones en una figura, y excluyen la distincién de otras
posibles configuraciones y subfiguras en la misma figura.
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Ahora, “ver” en geometria frecuentemente requiere que uno sea capaz de
reconocer una u otra de estas otras posibles configuraciones y subconfigura-
ciones. Lo que tiene que ser reconocido en una figura original es una funcion
del enunciado del problema, pero su “visibilidad”, es decir, el cardcter mas o
menos espontaneo de su reconocimiento, depende de operaciones visuales de
reorganizacion. Existen muchos factores que pueden inhibir o favorecer esta
distincién de estas operaciones visuales. Se pueden estudiar experimentalmen-
te (Duval, 1995b, 1998c; Rommevaux, 1998).

Otra observacion hecha por Schoenfeld con estudiantes mayores, después de
un semestre de trabajo en geometria, muestra la independencia de las figuras
con respecto al conocimiento conceptual y a las capacidades adquiridas para
probar. Se les propuso el problema de construccién que se muestra en la Figu-
ra 17. Los estudiantes trabajaron en su resolucion sin mucha dificultad, pero
procediendo completamente de manera empirica. Sin embargo, para ellos no
hubo conexién alguna con todas las propiedades matematicas que conocian
sobre el asunto (Schoenfeld, 1986, pp. 243-244, 256).

Notese la diferencia entre este problema de construccion y el problema pre-
cedente de comparacién de longitudes (Figura 15). El éxito en este problema
de construccién solo requiere tener en cuenta un eje de simetria, como en
la organizacién (I) de la Figura 15. El éxito en el problema de comparacién
requiere que uno reconozca los otros dos ejes de simetria BO y CO, que estan
“ocultos” por el predominio visual de AO. El reconocimiento visual no depen-
de principalmente del conocimiento conceptual de las propiedades.

Tome dos rectas que

se intersequen. Sea

E un punto en una E
de ellas. Construya

una circunferencia

tangente a las dos

rectas, de tal manera

que E sea un punto

de tangencia con

una de las rectas.

Figura 17. Problema de construccion propuesto por Schoenfeld (1986)

Ahora solo podemos mencionar el caso importante del lenguaje en geome-
tria. Podemos observar una gran brecha entre un razonamiento deductivo vali-
do que usa teoremas y el uso comin de argumentos. Los dos son tratamientos
bien opuestos, aun cuando en el nivel superficial las formulaciones lingtiisticas
parezcan muy similares. Un razonamiento deductivo valido funciona como un
calculo verbal de proposiciones, mientras que el uso de argumentos para con-



vencer a otras personas funciona como la descripcién progresiva de un conjunto
de creencias, hechos y contradicciones. Los estudiantes solo pueden comprender
lo que es una demostracién cuando comienzan a diferenciar estos dos tipos de
razonamiento en el lenguaje natural. Para lograr que ellos alcancen este nivel, se
requiere el uso de actividad de representacion transicional tal como la construc-
cion de graficos proposicionales (Duval, 1991, 1995a, 1998b).

Esta primera fuente de dificultad es bien conocida. Origina las observaciones
recurrentes que los profesores pueden hacer sin importar en qué nivel ensefian.
Mas aun, es la razén de que en la ensefianza se tienda a marginar, tanto como
sea posible, el recurso a registros multifuncionales y a permanecer dentro de
los registros monofuncionales, en donde los tratamientos pueden tomar la for-
ma de algoritmos. Sin embargo, no se puede evitar el uso del lenguaje natural
(Duval, 2000b, 2003) y ello origina el asunto de la articulacién con las repre-
sentaciones producidas dentro de los registros monofuncionales. Esto requiere
conversion explicita o implicita de representaciones.

Una segunda fuente de incomprension: conversion
de representaciones o cambio de registro

El segundo tipo de dificultad, a diferencia del primero, rara vez se ha notado
como tal debido a que tan pronto como aparecen las dificultades de conversion,
se consideran un signo de incomprensién conceptual. Mds auin, para poder ver
genuinamente el tamafio de las dificultades vinculadas a la conversion de repre-
sentaciones, se debe desplegar un mecanismo de observacion que les permita
manifestarse, lo que supone, para comenzar, jque uno se ha hecho consciente de
la diferencia entre tratamiento y conversién en un proceso matematico!

En cualquier caso, es la dificultad del segundo tipo la que limita en forma
considerable la capacidad de los estudiantes para usar el conocimiento adqui-
rido, lo mismo que su capacidad de adquirir nuevo conocimiento en matemati-
cas. Esto conduce muy rdpidamente a un Iimite en el progreso de comprension
y aprendizaje para muchos estudiantes.

Las dificultades insuperables generadas por la conversion se pueden observar
para los diferentes tipos de conversion, lo cual sucede para cada pareja de regis-
tros que se usen conjuntamente (flecha recta en la Figura 5). También son bien
conocidos los obstdculos que surgen por la simple “traducciéon” de los términos
de un problema que se enuncia en palabras, al convertirlo en expresiones sim-
bélicas. Es una brecha que muchos estudiantes no pueden sobrepasar con éxito,
cualquiera sea el contenido matematico (operaciones aditivas o multiplicativas
sobre nimeros relativos, enunciados para expresar en ecuaciones, etc.). Esa es
la razén por la cual la mayor parte de la investigacion se ha enfocado en la reor-
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ganizacion de representaciones auxiliares transicionales, las que los aprendices
desarrollan espontdneamente o las que se introducen en la ensenanza.

En estudios anteriores (Duval, 1988, 1996b) presenté evidencia de un gran
fracaso en la tarea de convertir una grafica cartesiana en la ecuacién corres-
pondiente. Y ese fracaso es totalmente independiente de la comprensién del
concepto de funcion. La Figura 9 presenta un ejemplo de la tarea de recono-
cimiento que se usé. Por tanto, podemos incrementar las observaciones sobre
los problemas de conversién para cada tipo de conversion y en todas las areas
de la ensefianza de las matematicas. La metodologia para eso no requiere solo
poner a los estudiantes en una situacién de resolucién de problemas o en una
actividad de aplicacién. Requiere asignarles tareas que varien sistematicamen-
te, no solo como una funcién del registro original, sino también como una
funcién de variaciones internas dentro de cada registro.

Se puede ver, por tanto, que no es suficiente con enfocarse en errores que se
pueden observar directamente y que vuelven a ocurrir de un afo al siguiente,
sino que es necesario cavar mas hondo en las dificultades para poder analizar
problemas de comprension de los estudiantes de matematicas. Cuando se hace
eso, se enfrentan fendmenos muy profundos y sorprendentes sobre la compleji-
dad cognitiva de la conversion en cualquier drea de la educacion matemadtica.

Cuando, dentro de un registro fuente, se varia sistemdticamente una represen-
tacion para convertirla en una representacion en el registro de llegada, se puede
observar una variacion sistematica de desempenos. Eso ocurre como si el éxito o
los errores sistemdticos dependieran de la distancia cognitiva entre el contenido
de la representacion fuente y el contenido de la representacién de llegada. En
algunos casos, es como si hubiera una correspondencia uno a uno y la represen-
tacion fuente fuera transparente para la representacion de llegada. En estos casos,
la conversién no parece ser mas que una simple codificacién (Figura 7), pero en
otros casos no sucede asi (Figura 8). En otras palabras, puede o no haber con-
gruencia entre una representacion fuente y su representacién convertida dentro
de un registro de llegada. Un analisis mds detallado nos permite identificar tres
factores para describir este fenémeno (Duval, 1995a, pp. 49-57):

e Es posible o no una correspondencia uno a uno entre todos los constituyentes
significativos (simbolos, palabras, o rasgos visuales) de los contenidos de la
representacion fuente y de la representacion de llegada.

e La eleccion para cada constituyente significativo de la representacién de llega-
da es univoca o no lo es.

¢ Para los constituyentes significativos que se pueden poner en correspondencia,
el orden de organizacién dentro de la representacién fuente se mantiene o se
cambia dentro de la representacion de llegada.



El segundo fenémeno es el sentido en el que se hace la conversién.
Cuando los roles del registro fuente y del registro de llegada se invierten
dentro de una tarea de conversion de representacion semiética, el proble-
ma cambia radicalmente para los estudiantes. Puede ser evidente en un
caso, mientras que en la tarea invertida, la mayoria de estudiantes fracasan
sistemdticamente. Es suficiente referirnos al ejemplo dado en la Figura 9,
recordando que si hubiéramos solicitado la construccién de las gréficas de
las funciones y=x y y=2x o incluso y=(1/2)x, no habria habido una diferen-
cia significativa en sus desempefos.

Pero la siguiente observacién dentro de un dominio que parece dar
muchas dificultades a los estudiantes, el algebra lineal, proporciona un
ejemplo que plantea algunas preguntas (Figura 18). ;La comprensién en
algebra lineal no presupone que los estudiantes sean capaces de cambiar
registros rapidamente de una manera implicita o explicita? ;Su dificultad en
la conversién no seria uno de los principales obstaculos que tendrian que
superar? En cualquier caso, es aqui donde se puede ver la magnitud de este
tipo de dificultad.

Podemos observar la magnitud de las variaciones en el éxito cada vez
que se invierte el sentido en el que se hace la conversion. Mas atn, ningin
registro considerado aisladamente parece manejarse mejor que otro: los
desempenos varian segtn los pares de registro fuente y registro de llegada.
Aqui llegamos a la raiz del problema en el aprendizaje de las matematicas:
la capacidad de comprender y de hacer por si mismo cualquier cambio de
registro de representacion. Los problemas que muchos estudiantes tienen
con el pensamiento matemdtico residen en la especificidad matemdtica y
en la complejidad cognitiva de la conversion y en el cambio de repre-
sentacion. No es ni un asunto de codificacién ni un asunto de conceptos
matematicos exclusivamente.

Esta complejidad aparece a través de dos fenémenos cuya variaciéon de-
pende de la naturaleza de los dos registros movilizados para una transfor-
macién de representacion: la variabilidad de congruencia/no congruencia
para representaciones del mismo objeto de conocimiento y la no reversibi-
lidad. En efecto, en cualquier nivel y en cualquier drea, las conversiones no
congruentes son para muchos estudiantes una barrera infranqueable en su
comprensién de las matematicas y, por tanto, para su aprendizaje.
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Preguntas (marzo de 1993)

Niveles de éxito
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Figura 18. Una tarea de reconocimiento (Pavlopoulou, 1993)




Al enfrentar la conversién de representaciones no congruentes, los aprendi-
ces quedan atrapados en un conflicto entre el requerimiento del conocimiento
matematico y la imposibilidad cognitiva:

¢ La conversién de representacion requiere la disociacion cognitiva del objeto
representado y el contenido de la representacién semidtica particular a través
de la cual fue inicialmente introducida y utilizada en la ensenanza.

e Pero hay una imposibilidad cognitiva de disociar cualquier contenido de una
representacién semidtica y su objeto inicialmente representado, cuando el Gni-
co acceso posible al objeto matemadtico es el semidtico.

¢ Ese conflicto conduce a la consideracion de dos representaciones del mismo
objeto como si fueran dos objetos matematicos. La consecuencia es entonces
la incapacidad de cambiar el registro y utilizar el conocimiento fuera de los
contextos estrechos de aprendizaje. Los registros de las representaciones per-
manecen compartimentados, y solo es posible una comprension fragmentaria
y de registro tnico. ;Bajo qué condiciones pueden los aprendices ser capaces
de hacer tal disociacién?

:Como distinguir en cualquier contenido de una representacion,
cualquiera sea el registro usado, lo que es matematicamente
relevante y lo que no lo es?

Aqui, evidentemente, reside el asunto mas crucial para el aprendizaje de
las matematicas. Tomemos el ejemplo elemental que hemos dado, relacionado
con las funciones lineales (Figura 9). Observar su expresion algebraica junto
con su grafico, o saber cémo representar el grafico a partir de la expresion
algebraica, no es suficiente para reconocer la misma funcién a través de estos
dos tipos de representacion.

Se requiere una condicién cognitiva mas profunda: ser capaz de discernir
cémo dos graficos que visualmente son parecidos, son matematicamente di-
ferentes. Cuando se toman de a dos, contrastan visualmente en una o varias
caracteristicas. Cuando contrastan en dos (o mds) caracteristicas visuales, estas
se funden como si fueran una sola. La distincion visual de los graficos no es en
manera alguna obvia, en particular cuando se ven muy similares en la forma
y el contenido. De hecho, la capacidad de distinguir a lo que es relevante
matematicamente en cada uno, depende de la construccién implicita de una
red cognitiva como en la Figura 19.

En esta red, cada caracteristica visual corresponde a una categoria simbolo
de la expresion algebraica y =ax+b. Por “categoria simbolo” se quiere signi-
ficar una oposicion cualitativa (a>1,a<1, a=1, 0 a=+1) y no solamente una
variacién numérica (a=1,65 o a=2,3). Una tal red se puede extender a todos
los tipos de representacion de funciones y a las representaciones de relaciones
que no son funciones (Duval, 1993a, p. 46).
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sCémo se puede ayudar a los estudiantes a darse cuenta de todas estas dis-
tinciones de representacion dentro del mismo registro? Aqui debemos prestar
atencién a un hecho muy importante. Tenemos tantas representaciones visuales
como queramos, pero no todas ellas son relevantes desde un punto de vista
matemdatico. Mds aln, no todas las variaciones en el valor numérico (aqui, de
funciones lineales) son significativas para darse cuenta de esta red cognitiva.

Para hacer que los estudiantes noten las caracteristicas visuales basicas de
oposiciones que son matematicamente relevantes y cognitivamente significati-
vas, cualquier tarea de distincién de representacién tiene que integrarse a una
tarea de conversién. Es solo investigando variaciones de representacion en el
registro fuente y las variaciones de representacion en el registro de llegada como
los estudiantes pueden, al mismo tiempo, darse cuenta de lo que es relevante
matematicamente en una representacién, lograr su conversién en otro registro
y disociar el objeto representado del contenido de estas representaciones.

N Ny
3 UNA caracteristica visual de 2
. oposicion (B) que corresponde a /
la eleccion a > 1/a=1 para el y
N ) / \
4 7 coeficiente
/ of 1 X / ot £
/
D T »>
4 x 4
1 Sa . 1
. . 1 1
UNA terist 1 d > i vi
" 7 1 oposicion (O que corresponde a U visuales (B) y (C) estdn
;aelefoc;;z;’e;g‘Pam el signo | laeleccion preseitcia/ausencia de : fundidas en otra unidad
~
: una constante S~ . : singular
1 N 1
i A v
A Riaiaiainietaie i > A
3
DOS caracteristicas visuales
1 de oposiciones (A) y (C) se 1
S FUNDEN EN UNA uinica ~
-1 1 7 idad impl ) 0 L
\ X unidad que parece simple /

Figura 19. Primeras conexiones de una red cognitiva para la distincion de
una representacion grafica

Hemos tomado un ejemplo muy elemental que es muy simple de analizar
porque ahi la conversion ocurre entre dos registros monofuncionales, el no
discursivo (graficos) y el otro discursivo (escritura algebraica de relaciones).
Pero el método de andlisis utilizado en este ejemplo particular sirve para cual-
quier tipo de conversion (Figura 5), incluso para las mds complejas cuando la
distancia cognitiva se hace mas grande, como entre un registro multifuncional



(lengua materna, lenguaje natural) y registros monofuncionales (sistema simbo-
lico). Y al menos en su modalidad implicita, este tipo de conversion se requiere
continuamente en la ensefianza donde siempre tenemos una doble produccion
semidtica: discurso oral para dar explicaciones en el lenguaje comdn y escritu-
ra simbdlica o diagramdtica para el tratamiento matematico (Duval, 2000b, pp.
152-155). Lo mds sorprendente es que las representaciones auxiliares transicio-
nales, incluso las mds iconicas o concretas, jtambién requieran ser integradas
con tareas sistematicas de covariacién si queremos que sean eficientes!

A partir del ejemplo podemos dar una ojeada a los procesos de pensamiento
especificos que se requieren en matematicas. Estos no solo usan sistemas de re-
presentacion semidtica sino que también, y sobre todo, requieren coordinacion
cognitiva. Por una razén obvia, un acceso semiético doble debe compensar
la limitacién cognitiva de la carencia de un acceso real doble. Esto quiere
decir que la disociacién entre contenido de una representacion y objeto repre-
sentado involucra necesariamente la coordinacién entre diferentes registros de
representacion.

La comprensién matematica comienza cuando comienza la coordinacién de
registros. El reconocimiento de los mismos objetos matematicos a través de
representaciones provenientes de dos registros diferentes no es una operacién
local u ocasional, sino el resultado de una coordinacion global de registro.
Los procesos de pensamiento matemdtico dependen de una sinergia cognitiva
de registros de representacion. La coordinacion de registros de representacién
semiotica proporciona algo asi como una extensién de la capacidad mental.
En esta perspectiva, parece ser una oposicion enganosa la que se plantea, con
frecuencia, entre la comprensién como algo conceptual o puramente mental y
las representaciones semidticas como externas. De hecho, las representaciones
mentales que son Gtiles o pertinentes en matematicas siempre son representa-
ciones semidticas interiorizadas.

Conclusiéon

Cuando analizamos la actividad matematica desde un punto de vista cognitivo,
se deben tener en cuenta tres caracteristicas especificas estrechamente conectadas:

1. Transcurre a través de una transformacién de representaciones semidticas que
involucra el uso de algtin sistema semiético.

2. Para llevar a cabo esta transformacion, se pueden usar registros bien diferentes
de representaciones semidticas.

3. Los objetos matematicos nunca se deben confundir con las representaciones
semidticas utilizadas, aun si no hay acceso a ellos, diferente del uso de una
representacion semidtica.
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Por tanto, parece ser que los procesos de pensamiento en matematicas se
basan en dos tipos bien diferentes de transformaciones de representaciones.
Incluso si un solo registro de representacién es suficiente desde un punto de
vista matematico, desde un punto de vista cognitivo, la actividad matematica
involucra la movilizacion simultanea de por lo menos dos registros de repre-
sentacién, o la posibilidad de cambiar en cualquier momento de un registro
al otro. En otras palabras, la comprensién conceptual en matemdticas incluye
sinergia de dos registros y algunas veces sinergia de tres registros. Esa es la
razén por la cual, lo que es matematicamente simple y ocurre en la etapa
inicial de la construccién de conocimiento matematico, puede ser cognitiva-
mente complejo y requiere un desarrollo de una conciencia especifica sobre
esta coordinacién de registros.

La distincion entre cuatro tipos de registros de representacion destaca la varie-
dad y la brecha cognitiva de la conversion de representacion segun el registro
fuente y el registro de llegada. También hace posible definir algunas variables
para analizar la complejidad cognitiva subyacente a toda actividad matema-
tica, ya sea con un propésito de investigacién o un propésito educativo. La
distincién entre registro multifuncional y monofuncional muestra cémo, para
todas las transformaciones que son tratamientos, la visualizacién y el lenguaje
se pueden usar de maneras bien distintas a las usuales dentro de las otras dreas
del conocimiento y de la vida cotidiana.

Las practicas de estos registros que los estudiantes pueden tener fuera de
las matematicas parecen a menudo descartar la manera en que ellos deberian
movilizarse en las matematicas. Esto origina ambigtiedad profunda en la en-
seflanza: por una parte, estos registros se evitan porque los estudiantes tienen
gran dificultad de llevar a cabo procesos matematicos alli y, por otra parte, se
usan para dar “significado” a los procesos matematicos que se realizan dentro
de registros monofuncionales. En la ensefianza podemos observar practicas
bien opuestas de estos registros multifuncionales.

Es dentro del marco de un tal modelo cognitivo de procesos de pensamien-
to matematico donde podemos analizar en profundidad los obstaculos a la
comprensién en matematicas. Los tratamientos, principalmente dentro de los
registros multifuncionales, y las conversiones son fuentes muy independien-
tes de incomprension. Pero la raiz de los problemas que muchos estudiantes
tienen con el pensamiento matematico reside en la especificidad matematica
y la complejidad cognitiva de la conversién y del cambio de representacion.
No podemos analizar profundamente y comprender el problema de la com-
prensién en matemdticas para la mayoria de estudiantes si no comenzamos
por separar los dos tipos de transformacion de representaciones. Esto se hace
rara vez, si es que se hace, ya sea porque la conversién se juzga como un tipo



de tratamiento o porque se cree que depende de la comprensién conceptual,
es decir, una actividad puramente “mental”, asemidtica. Y siempre hay buenas
razones para eso.

En primer lugar, desde un punto de vista matematico, la conversion se aisla
con el propésito de elegir el registro en el que los tratamientos necesarios se
pueden realizar de la manera mas econémica o mas poderosa, o de propor-
cionar un segundo registro que sirva como apoyo o guia para los tratamientos
que se realizan en otro registro. En otros términos, la conversién no juega un
papel intrinseco en los procesos matematicos de justificacion o demostracion.
La razén es que estos se logran sobre la base de un tratamiento que se lleva a
cabo dentro de un solo registro, principalmente uno discursivo y con mayor
frecuencia algun registro monofuncional. De hecho, la conversién no se puede
separar del tratamiento porque es la eleccién del tratamiento lo que hace per-
tinente la eleccién del registro.

En segundo lugar, la investigacién en educacion matematica casi siempre
se enfoca en las maneras de ensefiar contenidos y procedimientos conceptua-
les particulares para cada nivel del curriculo. Lo que concierne a la actividad
matematica se relega a un segundo plano o se explica bien sea mediante la
comprensién conceptual (o no comprension) o mediante un marco pedagégico
comdn sobre la importancia de la actividad del estudiante y del papel de sus
representaciones mentales para la comprension. Esto conduce a eliminar la
importancia de la diversidad de registros de representacion y a actuar como
si todas las representaciones del mismo objeto matematico tuvieran el mismo
contenido o como si el contenido de uno se pudiera ver desde otro de manera
transparente.

En otras palabras, se supone algtin isomorfismo entre representaciones de dos
sistemas semidticos diferentes o entre procesos realizados dentro de dos siste-
mas semioticos. Recuérdese que Piaget hizo de esta bisqueda de isomorfismos
uno de sus principios clave de un andlisis del desarrollo del conocimiento en los
nifos, aun cuando, posteriormente, se limit6 a la bisqueda de “isomorfismos”
parciales (Piaget, 1967a, pp. 73-74, 262-266), y del gran uso tedrico que se
hizo de ellos tanto en el andlisis de la epistemologia genética como en ciertos
estudios didacticos. Pero, ;el isomorfismo matematico incluye al isomorfismo
cognitivo entre las representaciones semidticas utilizadas? Regresando a lo del
segundo plano, las tres caracteristicas especificas mencionadas antes confinan
a la mayoria de los estudiantes a lo que se ha descrito como “compartimenta-
cién” del conocimiento matematico.

Cambiar el registro de representacion es el umbral de la comprensiéon ma-
tematica para los aprendices en cada etapa del curriculo. Ello depende de la
coordinacién de varios registros de representacion y es solo en las matematicas
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donde se requiere fuertemente la coordinacion de registros. ;Realmente se tie-
ne en cuenta este requerimiento basico? Muy a menudo, las investigaciones se
enfocan en cudles son las representaciones correctas o cual seria el registro mas
accesible para lograr que los estudiantes comprendan verdaderamente y usen
alglin conocimiento matematico particular. Con esa clase de preocupacion, la
ensenanza no va mas alla de un nivel superficial. ;Qué haran los estudiantes
cuando estén enfrentados a otras representaciones bien diferentes o a situa-
ciones diferentes? Incluso las representaciones auxiliares e individuales, las
mas icénicas o concretas, tienen que ser articuladas con las representaciones
semidticas producidas dentro de sistemas semidticos. El verdadero reto de la
educacion matematica consiste en desarrollar primero la capacidad de cambiar
el registro de representacion.
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